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Der Kehrsatz des Satzes des Pythagoras

Thema im Kontext

Den Schiilerinnen und Schiiler ist bekannt, was ein Satz ist und sie wissen, dass
die Umkehrung eines Satzes nicht unbedingt stimmen, sondern bewiesen werden
muss. Dies soll im Folgenden am Beispiel des Satzes des Pythagoras demonstriert

werden.

Der Satz des Pythagoras

In jedem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten der Léngen a und b und der
Hypotenuse der Lange c ist der Flacheninhalt des Quadrates der Hypotenuse
gleich der Summe der Fldcheninhalte der Quadrate iiber den Katheten, als

Formel: a® + b? = 2.

In diesem Satz ist

e die Voraussetzung: Ein rechtwinkliges Dreieck ist gegeben, wobei a und b die

Léngen der Katheten sind und c ist die Lénge der Hypotenuse.

e die Behauptung: In diesem Dreieck gilt die Formel a? + b* = ¢2.

Vertauscht man Voraussetzung und Behauptung, so ergibt sich:

Der Kehrsatz des Satzes des Pythagoras

Wenn fiir die Seitenléngen a , b und ¢ eines Dreiecks AABC die Gleichung

a® + b? = 2 erfiillt ist, so ist dieses Dreieck rechtwinklig, und c ist die Linge

seiner Hypotenuse.

2 zwischen den Sei-

Dieser Kehrsatz besagt, dass der Zusammenhang a? + b* = ¢
tenldngen a, b und ¢ nur in rechtwinkliggn Dreiecken besteht. ©HFT Stuttgart
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Zum Satz des Pythagoras gibt es viele Beweise. Der folgende ist besonders an-

schaulich und bedarf keiner zusétzlichen Erkldrungen:

Ganz praktisch kann man sich vorstellen, zwei identische quadratische Kuchen mit
der jeweiligen Seitenldnge (a + b) vor sich zu haben. Aus jedem Kuchen werden
entsprechend der Abbildung jeweils vier identische dreieckige Kuchenstiicke her-
ausgeschnitten. Der verbleibende Rest sieht zwar im linken Kuchen anders aus als
im rechten, die Reste beider Kuchen sind aber gleich grofi.

Der Kehrsatz des Satzes des Pythagoras muss separat bewiesen werden, beispiels-

weise in der folgenden Form.

Beweis des Kehrsatzes
1. Schritt: Das Dreieck ANABC

Gegeben sei ein Dreieck AABC mit den Seitenléngen a, b und ¢, die die Gleichung

a? + b? = 2 erfiillen.

C GemaB dem Kongruenzsatz SSS
. kann das Dreieck AABC mit den
b . Seitenldngen a, b und c eindeutig

konstruiert werden.



2. Schritt: Ein rechtwinkliges Dreieck AA'B'C’

Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck
AA'B'C’ mit dem rechten Winkel bei C” und
den Katheten mit den Léngen a und b: Fiir
die beiden Katheten [A'C'] und [B'C’] gilt:
|A'C’| = bund |B'C'| = a.

Der Satz des Pythagoras kann auf das Drei-
eck AA'B'C" angewendet werden. Deshalb
gilt fiir dessen Hypotenuse:

|A'B|? = [A'C']P + | B'C"P,

also |A'B'|* = a® + 1°.

3. Schritt: Vergleich der beiden Dreiecke

Aus |A'B'|?> = a® + b? folgt mit der Voraussetzung ¢? = a* + b? aus Schritt 1:
|A’B'|* = ¢%. Das ist nur fiir |A’B’| = ¢ mdglich. Damit stimmen Dreieck AA’B'C’
und Dreieck AABC' in allen drei Seiten iiberein. Sie sind demnach kongruent nach
dem Kongruenzsatz SSS. Daraus folgt, dass auch Dreieck AABC rechtwinklig
ist mit [AB] als Hypotenuse.

C In die Konstruktionszeichnung
“ /_\ » des Dreiecks AABC aus dem ers-
b \_/ a ten Schritt kann nun der rechte
_ ‘ Winkel eingezeichnet werden.
AL B
c

Ist ein beliebiges Dreieck mit den Seitenldngen a, b und ¢ gegeben, so ldsst sich

also anhand seiner Seitenldngen herausfinden, ob dieses Dreieck rechtwinklig ist.



Pythagoriische Zahlentripel

Rechtwinklige Dreiecke mit ganzzahligen Langen aller drei Seiten nennt man

pythagordische Dreiecke.
Die Zahlenwerte der Seitenldngen solcher Dreiecke werden als pythagordische
Zahlentripel bezeichnet. Sind diese Zahlenwerte teilerfremd, so spricht man

von einem primitiven pythagorédischen Zahlentripel.

Beispiel

Ein Dreieck mit den Seitenléngen a = 3, b = 4 und ¢ = 5 ist rechtwinklig, denn der
Satz des Pythagoras gilt: 32442 = 52. Die Seitenlingen bilden das pythagoriische
Zahlentripel 3, 4 und 5. Es ist primitiv, da die Zahlen 3, 4 und 5 teilerfremd sind.
Ein Dreieck mit den Seitenléingen a = 9, b = 12 und ¢ = 15 ist ebenfalls rechtwink-
lig, denn es gilt auch hier der Satz des Pythagoras: 924122 = 152. Die Seitenlingen
bilden das pythagoréische Zahlentripel 9, 12 und 15. Diese drei Zahlen haben den
gemeinsamen Teiler von 3, das Tripel ist also nicht primitiv. Man kann hier den
Satz des Pythagoras also auch in der Form schreiben: (3 -3)% + (3-4)? = (3-5).

Allgemein lassen sich aus einem pythagoriischen Zahlentripel beliebig viele

weitere pythagoriischen Zahlentripel bilden:

Werden alle drei Zahlen eines pythagoréischen Zahlentripels mit derselben
(beliebigen) natiirlichen Zahl n multipliziert, so entsteht wieder ein pytha-
gordisches Zahlentripel, denn es gilt:

(n-a)*+(n-b)?=(n-c)*

Historische Anmerkung

Der Kehrsatz findet beispielsweise bei groflen Flachen im Gelénde eine praktische
Anwendung, da sich Absténde leichter und genauer messen lassen als Winkel.

Schon in der Zeit um 2300 v. Chr. konnten im alten Agypten die sogenannten



Harpedonapten (Seilspanner) rechtwinklige Dreiecke mit einem Seil herstellen. Sie
nahmen dazu Seile. Diese waren mit Hilfe von Knoten in zwolf jeweils gleich lange
Abschnitte geteilt. Mit einem solchen Seil wurde ein Dreieck gespannt, das die
Seitenlingen von drei, vier und fiinf Seilabschnitten besaf8. Da 32 + 4% = 5% gilt,
ist ein solches Dreieck ist rechtwinklig. Damals wurde zweimal pro Jahr der Nil
iiberschwemmt. Mit Hilfe solcher pythagoraischer Dreiecke war man in der Lage,

die Landereien wieder rechtwinklig abzustecken.
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Ubungsblatt zum Kehrsatz des Satzes des Pythagoras

Aufgabe 1

Versuche, den Beweis in den drei Schritten nachzuvollziehen.

Aufgabe 2
Gegeben sei ein Dreieck AABC mit den Seitenléngen a, b und c. Priife rechnerisch,

ob das Dreieck rechtwinklig ist fiir folgende Zahlenwerte:
a) a=5,b=28,¢c=10.
b) a=17,b=15,c=38.
c) a=5b=13,c=12.

Konstruiere die drei Dreiecke.

Aufgabe 3
Drei natiirliche Zahlen a, b und ¢, fiir die die Gleichung a?+b? = ¢? gilt, nennt man
ein pythagoréisches Tripel. Ein Beispiel dafiir sind die Zahlen 3, 4 und 5. Suche

im Internet weitere pythagoraische Tripel.

Aufgabe 4
Gegeben sei ein Dreieck AABC mit den Seitenldngen a = 6,0 = 8 und ¢ = 10.

a) Priife rechnerisch, ob dieses Dreieck rechtwinklig ist.
b) Konstruiere das Dreieck.
¢) Berechne das zugehorige primitive pythagoridische Zahlentripel.

d) Konstruiere auch das Dreieck AA’B’C” mit den Seitenlédngen des primitiven

pythagoréischen Zahlentripels. Was fallt dir auf?



e) Wie kann man mit diesem primitiven pythagordischen Zahlentripel auf ein-
fache Weise weitere pythagoraische Zahlentripel finden? Welche Gemeinsam-

keiten haben die jeweils dazugehorigen Dreiecke?

Aufgabe 5
Versuche, ein Seil so zu priparieren, wie es die Harpedonapten im alten Agypten

zur Erstellung eines rechtwinkligen Dreieckes verwendeten.
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Losungen zum Kehrsatz des Satzes des Pythagoras

Aufgabe 2
a) falsch, b) wahr, ¢) wahr

Eine Konstruktion ist mit dem Kongruenzsatz SSS moglich.

Aufgabe 4

a) 62+ 82 = 10% : Das ist wahr. Das Dreieck AABC ist somit rechtwinklig und
die Seitenléngen bilden das pythagoriische Zahlenripel 6, 8 und 10.

b) Eine Konstruktion ist mit dem Kongruenzsatz SSS moglich.

c) Die drei Zahlen 6, 8 und 10 haben den gemeinsamen Teiler von 2. Man kann
hier den Satz des Pythagoras also auch in der Form schreiben: (2 - 3)% +
(2-4)2 = (2-5)% Die Zahlen 3, 4 und 5 sind teilerfremd und bilden das

zugehorige primitive pythagoriische Tripel.

d) Die beiden Dreiecke AABC und AA’'B'C" sind éhnliche Dreiecke: Sie unter-

scheiden sich zwar in der Grofle, besitzen aber jeweils gleiche Winkel.

e) Aus dem ersten Dreieck AABC' lassen sich weitere #hnliche Dreiecke mit
pythagoriischen Zahlentripeln finden, indem man alle Seitenldngen mit einer
natiirlichen Zahl n multipliziert. Fiir ein solches Dreieck gilt ebenfalls der

Satz des Pythagoras:

(n-3)*+(n-4)*> = (n-5)>



